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Opgave 1

Er falgende differentialligninger og systemer af differentialligninger homogene eller inhomo-
gene?
L f7(t) = f’( ) —2f(t).
fre)—t f(t)—e? =0.
1(®) 6 fi(t) 1
o] [ 2 7] o] + [
{71(t) fa(t)
fo(t) = f1(t) — fo(t)

2.
3.
4.

Solution:

1) Homogentda: f”(t) — f/(t) + 2f(t) =

2) Inhomogent. q(t) = e3¢

3) Inhomogent da ¢(¢) = 1 (se Definition 13.2.1 i bogen)
4) Homogent da:

fa(t) = f1(8) = fi(t) & f1 (1) + f1(8) — f1(8) =

Opgave 2

Givet den homogene reelle differentialligning
f(8) +3f(t) —4f(t) =0 (1)

Find dens fuldsteendige lgsning.

Note

Find farst radderne i ligningens karakteristiske polynomium. Se Afsnit 13.3 fra lserebogen
for flere oplysninger og eksempler.

Solution:

Py(2)=22+32—4
D=32—4.(—4)=25
—3+5 —3-5

Finder egenrummene:
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-1 1 1
([ 2]) =en((1)
3
Pk 4 11\ _ 1 )
—g=ker| [, 4| ) =span| | ,
Fuldsteendige lgsning:
f#)=ci-€e +cy-e,(c;,cp €R) (4)
Opgave 3
Givet fglgende homogene reelle differentialligninger. Find deres fuldsteendige lgsning.
L f7 () = 6f"(t) +9f(t) = 0. (5)
2. @) +2f(t)+5f(t) =0. (6)
Note

Alt afhaengig af om det karakteristiske polynomium har to reelle rgdder, to ikke-reelle
radder eller en dobbeltrod, skal man bruge Scenarie 1, Scenarie 2, Scenarie 3 pa sider

262 og 263 i Afsnit 13.3 fra lserebogen.

Solution:

Opstiller karakteristiske polynomium for dem begge
Pi(z) =22 —62+9
Pi(z)=22+22+5
Finder D:

D, =(—6)2-4-9=0
D,=22—-4.5=-16

Finder rgdder:

For den anden:
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—2+iy/[—1
= 2HWVIZI6

2 (11)

A =A=-1-2i
Lagsning for den anden:

fo(t) =cy - et cos(2t) + ¢y - et - sin(2t) (12)

Opgave 4

Givet den inhomogene differentialligning
F(8) —6£(t) + 9£(t) = e*. (13)
Opgave 4a

Bestem et reelt tal a sdledes at funktionen f(t) = a - €2* er en partikuleer lgsning til den givne
differentialligning.
Note

Indseet funktionen f(t) = a - €?! i differentialligningen. Hvilken ligning skal a opfylde for at
funktionen er en lgsning til differentialligningen?

Solution:

Hvis f(t) = a - % s&:

f/(t) = 2ae?

[/ (t) = 4ae? (14)
Indsaetter dem:
4ae® — 6 - (2ae®') + 9ae?t =
2t 2t 2t __ _2t
4ae 12ae*" + 9ae”* = e (15)
lae? = 2t
a=1

Opgave 4b

Beskriv nu den fuldsteendige Igsning til den givne inhomogene differentialligning. Bemaerk at
den tilhgrende homogene differentialligning allerede blev undersggt i Opgave 3.
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Note

Den fuldstaendige lgsning til den tilhgrende homogene differentialligning f” (t) — 6 f'(t) +
9f(t) = 0 blev fundet i Opgave 3 til at veere

Solution:

Homogene lgsning fra for:
fhom(t) = Clegt + 02t€3t (16)

f(t) = fpar(t) + fhom(t) = Clegt + 02t63t + 62t (17)

Opgave 5

En lineaer andenordens differentialligning med konstante koefficienter kan omskrives til et
system af farsteordens differentialligninger (se Afsnit 13.3 fra lserebogen). | denne opgave
betragtes et eksempel.

Opgave 5a

Givet differentialligningen f”(t) + 2f'(t) + f(t) = cos(t). Omskriv denne differentialligning til et
system af to farsteordensdifferentialligninger i funktionerne f; (¢t) og f,(¢), hvor f,(t) = f(t) og

f2(t) = f/(t).
Solution:

Vived: f,(t) = f(t), fo(t) = f'(t) 0g f5(t) = f"(t), s&:
fo(t) +2f5(t) + f1(£) = cos(?) (18)

U‘lgg] N [—01 —12] ' [}28] + [cog(t)] (19)

Opgave 5b

Tjek at Ligning (13.13) i Seetning 13.3.1 fra lserebogen ville have givet det samme system.

Solution:

Hvis man kigger pa Ligning (13.13) ser man, at a, = 1 0g a; = 2, som kan indszettes for
at f& samme system.
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Opgave 6

Givet den inhomogene differentialligning
fr(t) +3f(t) —4f(t) = €. (20)
Opgave 6a

Inspireret af Opgave 4, kunne man habe at der findes et reelt tal a saledes at f(t) = a - e’ eren
partikuleer Igsning til den givne differentialligning. Vis at der faktisk ikke findes nogen funktion
pa formen f(t) = a - ¢!, som er en lgsning. Hvad er problemet?

Solution:

Nar f(t) = ae® fas: f'(t) = ae’ og f”(t) = ae’. Indseettes de fas:

aet + 3aet — 4aet = et
Oaet = et
Opgave 6b

Prgv nu at finde en partikuleer lgsning pa formen f(t) =a-t-et. Tjek eventuelt farst at
(t-et) =et+t-etog(t-et) =2et +1-e.

Solution:
Nar f(t) = ate! fas:

I/ (t) = ae® + ate

22
f7(t) = 2aet + atet (22)
Indseettes de fas:
2ae’ + ate' + 3 - (ae’ + ate’) —4 - (ate’) =
2ae! + ate! + 3ae! + 3ate! — 4atet =
S5aet = et (23)
5a =1
1
a= -
5
En partikuleer lgsning kunne veere:
1
f) =z t-¢ (24)
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Opgave 6¢

Beskriv nu den fuldsteendige Igsning til den givne inhomogene differentialligning. Bemaerk at
den tilhgrende homogene differentialligning allerede blev undersggt i Opgave 2.

Note

Den fuldstaendige lgsning til den tilhgrende homogene differentialligning f”(¢) + 3f'(t) —
4f(t) = 0 blev fundet i Opgave 2 til at veere f(t) = c; - et +cy-e 4, ¢;,¢cy €R.

Solution:

Homogene lgsning fra for:

fhom(t) =0Cp - et +cy et (25)

F(E) = Fyae®) + From(8) = 1€ e - ™4 o 2t (26)

Opgave 7

Det oplyses at den fuldsteendige reelle Igsning til en homogen lineaer andenordens differential-
ligning med konstante reelle koefficienter er

f(t) = cietcos(2t) + coe tsin(2t), cy,ce ER (27)

Opskriv differentialligningen.

Note

Fordi 0 er en lgsning (seet ¢; = 0 og ¢, = 0 i den fuldsteendige lgsning), er differential-
ligningen man leder efter en homogen differentialligning. Differentialligningen kan derfor
skrives pa formen f”(t) + a, f'(t) + ay f(t) = 0 for visse reelle tal a,, a; .

Note

Hvilke redder skal det karakteristiske polynomium Z2 + a, Z + a, have?

Solution:

Vi ved:
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f(t) =cq - e - cos(Bt) + ¢y - €2t - sin(fSt)

-4
2 (28)
_ |at — 4ay|
b= 2
Her har vi:
a=-—1
Ges (29)
Dvs:
a;
a=——=-—1
2 (30)
g VI —dag] _ VA de _,
2 2
V|4 —4ay| =4
4 — 4a,| = 16
| a| (31)
da vi ved D er negativ (pga cos og sin):
4 —4a, = —16
aO = 5
Sa differentialligningen er:
F7(@)+25 () +5f(t) =0 (32)

Opgave 8

Det oplyses at den fuldsteendige reelle lIgsning til en inhomogen lineser andenordens differen-
tialligning er

f(t) = cre t cos(2t) 4+ cye tsin(2t) + 7+ 3t + 5et, c¢q,c9 €R. (33)

Opskriv differentialligningen.

Note

Hvad er den fuldsteendige lgsning til den tilhgrende homogene differentialligning? Kan
den tilhgrende homogene differentialligning bestemmes ved hjeelp af svaret til Opgave 7?

Note
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Den tilhgrende homogene differentialligning er ifalge Opgave 7 givet som f” (t) + 2f'(t) +
5f(t) = 0. Deninhomogene differentialligning der er efterspurgt i denne opgave kan derfor
skrives pa formen f”(¢) + 2f(t) + 5f(t) = q(¢).

Note

f(t) =7+ 3t + 5et er en partikuleer lgsning til den gnskede differentialligning. Hvad far
man hvis man indsaetter denne funktion i sidstneevnte differentialligningen fra forrige hint?

Solution:

Vi har lige fundet differentialligningen for dens tilhgrende homogene ligning:
/@) +2f(t) +5f() =0 (34)

Sa mangler vi at finde hvad ¢(t) skal veere. For at finde ¢(t) kan vi indseette f(t) =7+
3t + 5et og se hvad resultatet bliver: Farst:

f(t) =7+ 3t + 5¢t
f/(t) = 3+ 5et (35)
17 (t) = bet
De indseettes:
5¢' +2- (34 5e') +5- (743t +5et) =

5et + 6 + 10et + 35 + 15t + 25¢t = (36)
40et + 15t + 41

Derfor ma differentialligningen veere:

7 () 4+ 2f(t) + 5f(t) = 40e* + 15¢ + 41 (37)

Opgave 9

Givet den homogene reelle differentialligning
f7 () +3f(t) —4f(t) = 0. (38)

Bemeerk at differentialligningen er den samme som i Opgave 2. Malet med opgaven er at finde
Igsningen til differentialligningen som opfylder begyndelsesbetingelserne f(0) =1 og f’(0) =
2.

Opgave 9a

| Opgave 2 var resultatet at den givne differentialligning har den fuldsteendige lgsning



DTU - Andenordens linezere differentialligninger - OPGAVER Page 10

fit)=cy- et +cy e, c,co €ER. (39)
Hvilken ligning skal ¢; og ¢, opfylde for at det geelder at f(0) = 1?
Solution:

Den skal opfylde:

f0)=c; € +cy e’ =1

40
Opgave 9b
Hvilken ligning skal ¢; og ¢, opfylde for at det geelder at f'(0) = 2?
Note
Ligesom i spgrgsmal a, vides fra Opgave 2 at
fit)=cy-et+cy e, c,c0 €R. (41)
Tag nu den afledte pa begge sider af lighedstegnet og indsaet bagefter ¢t = 0.
Note
Udfra den fuldsteendige lgsning
fit)=ci-et+cy-e, ¢, €R (42)
fas ved differentiation pa begge sider af lighedstegnet at:
ft)=c-et —4dcy-e™, c¢;,co €ER. (43)
Brug nu sidste del af forrige hint.
Solution:
Kan finde f’(¢) for den fuldsteendige Igsning:
f'(t)=c; et —4cy - et (44)
"(0)=c; -€® —4dcy - e =2
f(0)=¢ 2 (45)

:Cl_402:2

Opgave 9c

Find nu den lgsning f() til differentialligningen som opfylder f(0) =1 og f'(0) = 2.

Note
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Bestem ¢, og ¢, ved at lgse de to ligninger man fandt i spegrgsmal a og b.

Solution:
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To ligninger med to ubekendte. Isolerer ¢, i ¢; — 4ecy, = 2:

Seetter ind i ¢; + ¢, = 1:

Indseetter ¢; og c,:

502:_1
1
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(46)

(47)
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