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Funktioner

For at noget skal være en graf, må én input-værdi kun give én værdi.

Vektorfunktioner af flere variabler

Definition (3)

Funtioner af typen 𝑓 : 𝐴 → ℝ𝑘 har 𝐴 = dom(𝑓) ∈ ℝ𝑛 kaldes vektorfunktioner af n variable.

𝐴 = dom(𝑓) - Definitionsmængden (domæne)

ℝ𝑘 = codom(𝑓) - Dispositionsmængden (co-domænen)

im(𝑓) = Vm(𝑓) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ dom(𝑓)} - Værdimængden/billedrummet (image/range). Alt 

hvad funktionen kan ramme

𝑓 = 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥)

Input: 𝑥 ∈ ℝ𝑛 - Søjlevektor i ℝ𝑛

Output: 𝑓(𝑥) ∈ ℝ𝑘 - Søjlevektor i ℝ𝑘

Example (1.3.1)

Lad 𝑨 ∈ 𝑀𝑘×𝑛(ℝ) = ℝ𝑘×𝑛

𝑓 : ℝ𝑛 → ℝ𝑘

𝑓(𝑥) = 𝐴 ⋅ 𝑥(𝑓 = 𝑥 ↦ 𝐴𝑥)
(1)

𝑨 = [12
2
4]

𝑨(𝑥) = [12
2
4][

𝑥1
𝑥2

]

= [1𝑥1 + 2𝑥2
2𝑥1 + 4𝑥2

]

= [12]𝑥1 + [24]𝑥2

(2)

Ligning: 𝑓(𝑥) = 𝑦 , 𝑦 ∈ codom(𝑓) = ℝ𝑘

Er den injektiv? Nej, 𝑓([−2
1 ]) = 𝑓([00]) = [00]

Er den surjektiv? Nej, im(𝑓) = spanℝ([
1
2], [

2
4]) = spanℝ([

1
2]) = {𝑡[12]|𝑡 ∈ ℝ} = col(𝑨)
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Koordinatfunktioner

Example

For vektorfunktionen: 𝑨(𝑥) = [12
2
4][

𝑥1
𝑥2
] = [𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
]

𝑓1(𝑥) = 1𝑥1 + 2𝑥2

𝑓(𝑥) =

[



𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)

⋮
𝑓𝑘(𝑥)]






𝑓𝑖 : 𝑨 → ℝ, 𝑖 = 1,…, 𝑘
𝑨 = dom(𝑓)

(3)

Example (1.2.2)

𝑓 : 𝑨 → ℝ, 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = √16 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2

hvor 𝑨 = dom(𝑓) ∈ ℝ2

Typisk opgave: Hvad er 𝑨, codom(𝑓), im(𝑓)

Find størst mulig 𝑨

16 − 𝑥2
1 − 𝑥2

2 ≥ 0

42 = 16 ≥ 𝑥2
1 + 𝑥2

2
(4)

codom(𝑓) = ℝ

𝑓(0, 0) =
√
16 − 02 − 02 = 4

𝑓(4, 0) =
√
16 − 42 − 02 = 0

(5)

Så im(𝑓) = [0, 4]

Example (1.3.2 (ReLu))

ReLu : ℝ → ℝ

ReLu(𝑥) = max(0, 𝑥) = {𝑥 , 𝑥 ≥ 0
0 , 𝑥 < 0

(6)

ReLu : ℝ𝑛 → ℝ𝑛

ReLu(𝑥) =

[



ReLu(𝑥1)
ReLu(𝑥2)

⋮
ReLu(𝑥𝑛)]






(7)
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Visualiseringer af funktioner (1.4 i bogen)

Graf(𝑓) = {(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ ℝ𝑛+𝑘 | 𝑥 ∈ dom(𝑓)}

Se Eks 1.2.2. Ville kræve 𝑛 + 𝑘 ≤ 3

Niveaukurver

Niveaukurver for 𝑐 ∈ codom(𝑓) - c: output

{𝑥 ∈ dom(𝑓) | 𝑓(𝑥) = 𝑐}

Neuralt netværk (Def 1.3.2)

1. lag: 𝑥 ↦ 𝜎1(𝑨1𝑥 + 𝑏1) = 𝑧1
𝑨1 ∈ ℝ50×784

𝑓1 : ℝ784 → ℝ50

𝜎1 : ℝ50 → ℝ50

𝜎1 = ReLu
(8)

2. lag:

𝑧1 ↦ 𝜎2(𝑨2𝑧1 + 𝑏2) = 𝑧2 ∈ ℝ10

𝑨2 ∈ ℝ10×50, 𝑏2 ∈ ℝ10×1 (9)

Φ = 𝑓2 ∘ 𝑓1, 𝑅894 → ℝ10

𝑓 ∘ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥))
Φ(𝑥) = 𝜎2(𝑨2𝜎1(𝑨1𝑥 + 𝑏1) + 𝑏2)

(10)

Kontinuitet

Definition (3.2.1)

En funktion 𝑓 : dom(𝑓) → ℝ, dom(𝑓) ∈ ℝ er kontinuert i 𝑥0 ∈ 𝐴 = dom(𝑓) hvis 𝑥 →
𝑥0 ⇒ 𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑥0) (ligning 3.1)

Ligning 3.1 betyder at for ethvert 𝜀 > 0 findes der et 𝛿 > 0 således at | 𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑥0)| < 𝜀

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝛿 (11)

Funktionen 𝑓  er kontinuert hvis den er kontinuert i alle punkter i dom(𝑓)

Example

Lad 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ

Technical University of Denmark
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𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑓 : ℝ → ℝ (12)

Påstanden: 𝑓  er kontinuert

Solution:

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = | 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑎𝑥0 + 𝑏)|
= |𝑎𝑥 − 𝑎𝑥0| = |𝑎| |𝑥 − 𝑥0|

(13)

Lad 𝜀 være givet. Vi vælger 𝛿 = 𝜀
|𝑎| . Så

|𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 = 𝜀
|𝑎|

⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = |𝑎‖𝑥 − 𝑥0|

< |𝑎| 𝜀
|𝑎|

= 𝜀

(14)

Example

ℎ : ℝ → ℝ, ℎ(𝑥) = {1 𝑥 ⇒ 0
0 𝑥 < 0 (15)

ℎ er diskontinuert i 𝑥0 = 0. Lad 𝜀 = 1
2 .

Der findes intet 𝛿 > 0 :

|𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| <
1
2

|𝑥| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 1| < 1
2

(16)

Så

𝑓(−𝛿
2

) = 0

𝑓(𝛿
2
)) = 1

(17)

|𝑓(−𝛿
2

) − 𝑓(0)|

= |0 − 1| = 1
(18)

Så funktionen er ikke kontinuert.

Example

Technical University of Denmark



DTU 01002 - Funktioner 1 Page 6

𝑓 : ℝ2 → ℝ

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥2𝑦

𝑥4+𝑦2 (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0 (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

(19)

Er 𝑓  kontinuert for alle 𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2?

Solution:

Opstil y som graf af x, så 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ ℝ. Så fås

𝑓(𝑥, 𝑎𝑥) = 𝑥2𝑎𝑥
𝑥4 + 𝑎2𝑥2

= 𝑎𝑥
𝑥2 + 𝑎2

= 𝑎𝑥
𝑥2 + 𝑎2

→ 0
0 + 𝑎2

= 0, 𝑥 → 0

(20)

Hvis 𝑦 = 𝑎𝑥2, 𝑎 ∈ ℝ

𝑓(𝑥, 𝑎𝑥2) = 𝑥2𝑎𝑥2

𝑥4 + 𝑎2𝑥4

= 𝑎
1 + 𝑎2

(21)

Så funktionen er ikke kontinuert (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

Kontinuitet af vektorfunktioner

Definition (3.2.1)

En funktion 𝑓 : dom(𝑓) → ℝ, dom(𝑓) ∈ ℝ er kontinuert i 𝑥0 ∈ 𝐴 = dom(𝑓) hvis

‖ ⃗𝑓( ⃗𝑥) − ⃗𝑓( ⃗𝑥0)‖ → 0 for ‖ ⃗𝑥 − ⃗𝑥0)‖ → 0 (22)

Ortogonale vektor

Example (2.1.1)

< ⃗𝑥, ⃗𝑦 >= ⃗𝑥 ⋅ ⃗𝑦 = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2
=

(23)

⃗𝑥 ≠ ⃗0 og ⃗𝑦 ≠ ⃗0 er ortogonale hvis prik-produkt (indre produkt) er nul:

⃗𝑥 ⋅ ⃗𝑦 = 0 (24)

Technical University of Denmark
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Definition (2.1.2 og eq 2.6)

Lad 𝔽 = ℝ eller ℂ. For ⃗𝑥, ⃗𝑦 ∈ ℂ𝑛 er det sædvanlige indre produkt givet ved:

< ⃗𝑥, ⃗𝑦 = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +…+ 𝑥𝑛𝑦𝑛

= ∑
𝑘

𝑘=1
𝑥𝑘𝑦𝑘

(25)

Hvis 𝔽 = ℝ:

< ⃗𝑥, ⃗𝑦 >= ∑
𝑘

𝑘=1
𝑥𝑘𝑦𝑘

= ⃗𝑦𝑇 ⃗𝑥

= [𝑦1𝑦2…𝑦𝑛] ⋅

[



𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥3]






(26)

Example

I ℝ4. ⃗𝑥 =
[



0
1
−3
1 ]

, ⃗𝑦 =

[



1
1
3
𝑎]



. Hvilken værdi af 𝑎 ∈ ℝ er disse ortogonale?

Solution:

< ⃗𝑥, ⃗𝑦 >= 0 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 + (−3) ⋅ 3 + 1 ⋅ 𝑎
= −8 + 𝑎 ⇔ 𝑎 = 8

(27)

Norm/længe af vektor

‖ ⃗𝑥‖ = √< ⃗𝑥, ⃗𝑦 >

= √∑
𝑛

𝑘=1
𝑥𝑘𝑥𝑘

= √∑
𝑛

𝑘=1
|𝑥𝑘|2

(28)

Enhedsvektor hvis ‖ ⃗𝑥‖ = 1

Technical University of Denmark
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Kvadratiske former

Definition (1.2.1)

𝑞 : ℝ𝑛 → ℝ, 𝑞( ⃗𝑥) = ⃗𝑥𝑇𝑨 ⃗𝑥 + ⃗𝑏𝑇 ⃗𝑥 + 𝑐

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛, ⃗𝑏 ∈ ℝ𝑛, 𝑐 ∈ ℝ
(29)

Example

𝑛 = 2.

𝑨 = [−1
0

0
−2],

⃗𝑏 = [00], 𝑐 = 0, ⃗𝑥 = [𝑥1
𝑥2

] (30)

𝑞( ⃗𝑥) = [𝑥1 𝑥2][
−1
0

0
−2][

𝑥1
𝑥2

] + [0 0][𝑥1
𝑥2

] + 0

= [𝑥1 𝑥2][
−𝑥1 + 0
0 − 2𝑥2

] = [𝑥1 𝑥2][
−𝑥1
2𝑥2

]

= −𝑥2
1 − 2𝑥2

2

(31)

Delvis afledte

Example

𝑓 : ℝ2 → ℝ

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 1 − 𝑥2
1
2

− 𝑥1𝑥2
2

(32)

Laver ny funktion med kun én variabel:

ℎ(𝑥1) = 1 − 𝑥2
1
2

− 𝑥1 ⋅ 𝑐1, 𝑐1 = 𝑥2
2

ℎ′(𝑥1) = 0 − 2
2
𝑥1 − 𝑐1 = −𝑥1 − 𝑥2

2

(33)

𝜕𝑓
𝜕𝑥1

( ⃗𝑥) = −𝑥1 − 𝑥2
2 (34)

For 𝑥2:

Technical University of Denmark
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𝑔(𝑥2) = 1 − 𝑐2 − 𝑐3𝑥2
2

hvor 𝑐2 = 𝑥2
1
2
, 𝑐3 = 𝑥1

𝑔′(𝑥2) = 0 − 0 − 2𝑐3𝑥2

(35)

Så:

𝜕𝑓
𝜕𝑥2

( ⃗𝑥) = −2𝑥1𝑥2 (36)

Definition (3.2.2 (gradientvektoren))

∇⃗𝑓( ⃗𝑥) =

[






𝜕𝑓
𝜕𝑥1

( ⃗𝑥)
𝜕𝑓
𝜕𝑥2

( ⃗𝑥)
⋮

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑛

( ⃗𝑥)
]






(37)

Den hører altid til i domænet af f.

Gradientvektoren fra før:

∇⃗𝑞( ⃗𝑥) = [−2𝑥1
−4𝑥2

] (38)

Technical University of Denmark
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