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Definition (13.3.1)

f7@) 4+ ayf'(t) +ag f(t) = q(t)
ag,a; € R,q(t) € Cop)

Kaldes en lineser andenordens differentialligning

Er ¢(¢t) = 0, kaldes ligningen homogent, ellers inhomogent

Theorem (Seetning 13.3.1)

f(t) er lgsning til f”(t) + ayf'(t) + ayf(t) = q(t) hvis og kun hvis [}ﬁ((tt))] er lgsning til

o) = e =) [20] o) 2

Lasninger til det homogene system

systemet:

Skriv f,(t) = f(t) og fo(t) = f(t). Sa fas:
fit) = f'(t) = fo(t) (3)
fa(t) = ["(t) = —a  f'(t) — ao £(£) + q(t)

— —a () — aphi () + a(t) W
B _ 0 1| [A(@®) 0
0] = | o) 20 * Lato) ©)
For nu: antag ¢(¢) = 0. Dvs vi er i det homogene tilfeelde
A=|5,
1) Undersgg A’s egenveerdier.
Py(z) = det ( [—_azo —f—z]) =—2z-(—a; —2)—1-(—ay) )

=22+ a,2 + a

Radder findes i P4 (z).
Diskriminant: D = a? — 4a,

Regdder: \, = _“1;@)\2 = #

2) Egenrummene: A er en egenveerdi

E, =ker(A—\-1,)

R (B ’
A 1

Vektoren [__a _a _A] ma have rang 1 da X er en egenvaerdi og hvis rang var 2, ville kernen
0 1
veere nulvektoren. Dvs at vi m& have mindst én nulrsekke:
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{—a):) —all— ,\] - [_0/\ (1)] ®)
veFE,,v= {Z] &
—X-a+b=0 9)

1
51 [
Nu skeelner vi mellem 3 tilfeelde:
1) D > 0: A har to forskellige egenveerdier i R

Fra sidste uge: har systemet f'(¢t) = A - f(t) fuldsteendige lgsning

] [ v ] e
—a+VD, _—u-VD

2 2= 2

(10)
A\ =

Derfor har differentialligningen f”(t) +ay - f'(t) + ao - f(t) =0 har fuldsteendige lgsning
(F(t) = f1(2)):
f(t) =c;-eMt 4 ey etet (e, ¢ €R) (11)

Note

Skal man i en opgave finde den fuldsteendige l@sning, hvor a,, a, er givet, kan man strakt
skrive det karakteristiske polynomium ned: P, (z) = 22 + a;z + a,

2) D<0.vVD=i-/D].

_—ay;+i | D] —ay —i4/|D|

7)‘2: 9 (12)
(=)

Fr sidste lille dag har systemet f'(t) = A - f(t) har fuldsteendige lgsning:

o] e meR] ) e (3] ) w

(c1,¢9 €R)

Vi er ligeglad med f,(¢). Vived: A\; = =%+ - \/‘Tﬁ' =a+if, (a =4 3= T)

2

A\t (a+iB)t

eMt — ¢ at+ift _ eat . ezﬁt

=€

= e . (cos(Bt) + i - sin(Bt)) (14)
= et cos(ft) + ie®t - sin(ft)

Derfor har f”(t) + ay - f'(t) + ao f(t) = 0 fuldsteendige Igsning

f(t) =c¢q - e - cos(Bt) + ¢y - et - sin(Bt)
(c1,c5 €R)

3) D=0.A =X = 20 am()) = 2.
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E, = span({;l]) dvs gm(A;) =1

En lgsning er f(t) = eM?

Idéen for at finde den fuldstaendige Igsning til f”(t) + a; - f'(t) + ay - f(t) =0 hvis D =0
Vived A2 +a;\; +ay =009 2\, +a; =0

Prgv at find en lgsning pa formen:

ft) =g(t) - eM? (16)
Sa geelder:
Fr&)=g'(t) Mt +g(t) Ay - e (17)
og
Fr(t) =g"(t) - eM +g'(t) - AeMt + g/ (t) - AeMt + g(t) - Afe? (18)

Indseettes udtrykkene for £, f/, f” i f”(t) + a; - f'(t) + ao - f(t) = 0 fas:
eMt.g”(t) =0 (19)
Da e*! ikke kan veere 0, fas: g”(t) = 0. Dsv:
g'(t) = (20)
g(t) =cy - t+ ¢y, (c,c9 ER)
Husk f(t) = g(t) - el*19)l,
Derfor: Hvis D = 0, sa har f”(t) + ay - f'(t) + a, - f(t) = 0 den fuldsteendige lgsning:

f(t) =c-eMt ey t-eM?t (cg, ¢y €R) (21)

D=4>—-4-1-4=0
A1:A2:—%:—2

Solution:
Det karakteristiske polynomium er 22 + 4z + 4.
Den fuldsteendige lgsning: f(t) =c;, -t-e 2 + ¢y - €72, (¢;,cy €R)

Example
Find fuldsteendige lgsninger for f”(t) + 4f'(t) + 4f(t) =0

Example

Find fuldsteendige lgsninger for f”(t) + 4f'(t) + 13f(t) =0

Solution:
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D=42—-4-13=-36
Py(2) =2>+42+13
A =48 =243

Den fuldsteendige lgsning: f(t) = c; - e 2t - cos(3t) + cye™2 - sin(3t), (cq, ¢y € R)

Lasninger til det inhomogene system

Corollary (13.3.2)

F7(@) +ay f'(8) + a f(t) = q(t), (q(t) # 0) (22)

Lad f,(t) veere en partikulzer lgsning til den givne differentialligning, sa er den fuldsteendige
lgsning:

f@) = £, (&) + fa(?) (23)

hvor f, (t) er den fuldsteendige lgsning til f”(¢) + a, f'(t) + agf(t) =0

Example

Find den fuldsteendige lgsning til:

f7 (@) +4F(t) + 41 (t) = cos(2t) (24)

eksempel: f,,(t) =c; -t-e 2 + cpe !
Vi skal finde en partikulzer lgsning. Man skal “gaette” pa strukturen af en partikuleer
lgsning

Et geet kunne veere: f,(t) =a-cos(2t). Ville ikke veere rigtigt fordi cos(2t)’ =
—2sin(2t), som vi ikke kan komme af med i vores ligning (som skal veere lig med
cos(2t)).
Et andet geet kunne veere: f,(t) = a - cos(2t) 4 b - sin(2t). S& fas:

fp(t) =a-—sin(2t) -2+ b - cos(2t) - 2

fp(t) =a-—cos(2t)-4+b-—sin(2t) - 4

Vi skal nu se om vi kan finde a, b sa alt haenger sammen.

Solution:
Vi kender den fuldsteendige lgsning til den homogene ligning, f;,(¢), fra tidligere
Indseetter det i ligningen f”(t) + 4f'(t) + 4f(t) = cos(2t):
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—4a - cos(2t) — 4b - sin(2t) + 4 - (—2a - sin(2t) + 2b - cos(2t))
f//(t) f/(t)
. (26)
+4 - (acos(2t) + bsin(25)) = cos(2t)
f®)

Kan samle alt med cos(2t) sammen, som skal give cos(2t) og alt med sin(2t)
sammen, som skal give O.
(—4a + 8b + 4a) - cos(2t) + (—4b — 8a + 4b) - sin(2t) = cos(2t)
8b - cos(2t) — 8a - sin(2t) = cos(2t)

1 (27)
8=1,b=-
’ 8
8a=0,a=0

Dvs. f,(t) =0 cos(2t) + & - sin(2t) er en partikuleer lgsning.

1
f(t) = 3 sin(2t) + c;te 2t + cye™ 2
(c1,¢0 €ER)

Er den gnskede fuldsteendige lgsning

Begyndelsesbetingelser/Begyndelsesvaerdibetingelser

f7 () + a f'(t) + ao f(£) = q(t)

£(t) o [A®] o 1] [A® 0
{f,(t)} er en Igsning til [fZ(t)] = [wo 7%] [fz(t)] + [q(t)]
0 ; : . J f1(to)=yo

{ )} + Begyndelsesveerdibetingelse: Falte)=zs

q(t
Da f,(t) = f(t) og fo(t) = f'(t) er begyndelsesveerdibetingelse: ;ffgs):jgo

Ligesom til systemer, kan man hvis man har den fuldsteendige lgsning bestemme de ubekendte
vha. begyndelsesveerdibetingelserne.

Find f(t) € C(R) som opfylder differentialligningen f”(t) + 4f'(t) + 4f(t) = cos(2t) og
begyndelsesbetingelsen f(0) = 1) og f'(0) = 0.

f(t) = c;te™2 + coe™2 + %sin(?t) (29)
f0)=1xc¢=0 (30)

Far f'(0) kan regnes, skal f’(t) findes

Example
Solution:
Vi kender den fuldsteendige lgsning:
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F@)=c-(1-e?+t-—2e2+¢-—2e%)

1
ey (—2-e72) + = cos(2t) - 2

1
FO)=0&c+e —2+5-2=0 (32)

C 1_7
Derforic; =2 — 3 =
Den gnskede lgsning er:

f(t) =te 2 + Ee‘” + ésin(2t) (33)
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