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Udsagnslogik

Important

Til eksamen: husk sandhedstabeller

Plo|PrQ|PvQ|-P|P=Q|PsQ
T|T|T T F |T T
T|F|F F T |T F
F|F|T F F |F T
F|F|F F T |T T

Ved P = (Q sa hvis P er falsk, sa vil P = @ altid veere sand. Hvis P er sand, skal  ogsa
veere sand.

Example

(PVQVR)=Q

Opskriv sandhedstabel
P|Q|R|PVQVR|(PVQVR)=Q
T\|T T T
F|\T|T|T T
T|F|T|T F
F|F|T|T F
T|T|F|T T
F|T|F|T T
T|F|F|T F
F|F|F|F T

(PVQ)VR< PV (QVR)

Maengder

Samling af elementer.
Kan veere f.eks.:

{1,2,3,..}
{a € R|P(a) er sandt}
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Man kan tegne maengderne grafisk.

Feellesmangder:
ANB
Hvad der er i bade A og B

ANB={a|a€ ANa€ B} (2)
Foreningsmaengde:
AUB
Hvad der er i enten A eller B

AUB={a|a€ AVac€ B} (3)
Differens:
A/B
Hvad der er i A men ikke B

A/B={ala€ ANa ¢ B} (4)

Example

Tre meengder A, B, C.
Find fglgende: (AU B)NC
Hvad der er i A eller B, og den del af det, som ogsa eri C.

For opgaven:

A={0,1,2}
B = {15273} (5)
C =1{3,4,5}

AN B =hvad der er i A eller B sa tal fra 0-3
(AN B)UC = Hvad der er i bade tal fra 0-3 ogi3,4,5sa 3 (6)
(ANB)UC) = {3}

Funktioner

Hvad er en funktion? Kan kaldes en matematisk process, som tager et element fra en meengde,
og afbilder over pa et element i en anden maengde.

Fpm/cjc oNer
Hvad er en %né tion

& D \SPoSitLongm& H«}JC

/7
De;Lnit wrsm@ngcde
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f:A—B
a f(a)

Veerdimangden:

Vm(f), f(A)

Veerdimaengden er alle veerdier f(a) kan blive (alle elementer, der bliver ramt i dispositions-
maengden)

vm(f) C B

Example

f:R—=R

x - x?

Injektiv

Alle elementer i dispositionsmaengden ma kun rammes én gang. Dispositionsmaengden her
kan veere stgrre en veerdimaengden

Surjektiv

Alle elementer i dispositionsmaengden skal rammes. Elementerne i dispositionsmaengden ma
gerne rammes flere gange.

Bijektiv
En funktion, der bade er injektiv og surjektiv. Dvs. alle elementer i definitionsmaengden skal

pege pa ét element i dispositionsmaengden, og ét unikt element.

Notér her at hvis man tager den inverse funktion (hvor man vender pilen om), vil den inverse
funktion stadig veere bijektiv. Det geelder kun for bijektive funktioner, og ikke de andre.
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Inverse funktion
f:A—>B
a > f(a)
fl/g:B— A )
fla)—a
foft=f(f"(2) = flg(z)) =idp 10)
fhof=f1(f(2) =g(f(z)) =idy
Lemma (2.2.2)
En funktion har en invers hvis og kun hvis den er bijektiv
For inverse funktioner geelder (f(z) er funktion, g(z) er dens inverse):
flg(z)) = idg
11
(@) = id )
Example
f:R=>R (12)
= 3x—7
Find en invers funktion f~1
Solution:
Opstil funktion: f(z) =3z —7
Byt om pa z og y (f(z))
flx)=3x—7
r=3y— 7% (13)
T+ T7 (z)
@) =o( T =7 =
3z —T)+ 7 1)
o) = =D,
Example
:R—>R
FeEe (15)

x - x?
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Solution:

Er ikke injektiv da f.eks. f(—1) og f(1) giver det samme
Er heller ikke surjektiv da der ikke fas nogle negative veerdier.
Hvad med
g: Rzo — R

z = 2

Solution:

Er Injektiv, da x kun ma veere positiv, og der er ikke 2 positive x-veerdier, hvis =2 giver
det samme

Hvad med
h:R—= R,

(17)
x> 2

Solution:

Er surjektiv, da alle positive tal bliver ramt, og du i dispositionsmaengden ikke
leengere har de negative. Er ikke injektiv da du stadig har at f(—1) = f(1) =1

Hvad med
kE:R.yg— R

>0 >0 (18)

x = 2
Solution:
Er bijektiv, pa grund af det samme som de to sidste to eksempler sat sammen.
Derfor findes k!

ki Ryg — Ry
B — (19)

z =z

Note

For \/z definerer vi kun svaret som det positive.

Men for 22 = 4 defineres +2 som svaret.

Example
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Note

For inverse funktioner, skal man huske at sgrge for, at f o f~! skal giveid, og f~! o

f=idg
Identitetsfunktionen
id:A— A (21)
o i
Funktionen, der basically ikke gar noget.
Sammensatte funktioner
f:A—B g:B—C (22)
feg: A= C
(23)
fog=flg(z))
Komplekse tal C
Er en maengde af tal, hvor vi tillader et tal i, som er Igsningen til ligningen i? = —1
Det gar, at man kan tage kvadratroden af negative tal. i = v—1
Bruger normalt Z til at beksrive dem.
Rektanguleer form:
Z =a+1ib
Reqguleere del: Re(Z) = a
Imagineere del: Im(Z) =b
Polaer form:
Z = |Z| . ei'arg(z)
Kan betragte dem som funktioner:
Zy = (ay +iby), Zy = (ay +iby) (24)

hvor man kan laegge dem sammen:
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Zl + Z2 - G,]_ + a2 + Z(bl + b2> (25)
Gange dem sammen:
Z]. . ZZ = (al + ib1)<a2 + Zb2) = a1a2 + iale + 'l:b]_a2 + i2b1b2 (26)
= a1a2 + la1b2 + Zbla/z - b1b2
Gange sammen pa polaere form:
Zy = |Zy| '8 %), 7, = | Z,| e'rrelZa)
27
Zsy - Z, = |Z5| Z,| etlarg(Z3)+arg(Z,)) (27)
Definition (Eulers formel)
e® = cos(v) + isin(v)
. (28)
|Z| et*8(2) = |Z| cos(arg(Z)) + i |Z|sin(arg(Z))
Definition (4.3.1: Fra rektangulaer til Polaer)
Leengden/Absolutveerdien af et komplekst tal er:
|Z| = Va2 + b2 = \/Re(Z)2 + Im(Z)? (29)
Bruger pythagoras.
Argumentet:
arctan(g) fora>0
o fora=0Ab>0
Arg(Z) = < arctan(g) +mfora<O0OAb>0 (30)
o fora=0Ab<0
arctan(g) —mfora<0OAb<O

\

Argument (arg(Z)) er hovedargumentet (vinklen fra 0 — 27) plus 27 gange noget.
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0,1
(-+4) o <y (34)
(-2.4) 120° /‘?‘\ 60° (4.)
2772 1 2172
: S i a2 o
135 \231 [ é‘/ 45
(7\/3 l) S (ﬁ;)
272 \% \ i ’ 212
T \ ’ 4
150° S . : / 2 30°
9. Sin : . o Allg + B )
~ N \ / o
%ﬂ\ N \ | T F z
N | S - ()
RN N | / -7
\\\ \\\ | // ,// 0 cos sin
~osa |l S 0010
N\\ra 6.2 |3
40— * --9--¢ 0 r=cos(f) = 1% 2
NS cos(h) P
(-1,0) Pt IR NN (1,0) 01
=1 2% 2 7 | IR =1
P N NN
< ’ | \ =
77(’// ,/ P | X \\ \\M
Fa S| e
¢ e
210° \ sfﬂ/a /! : N S\%ﬂ 330
4
(-£-1) T : O (£-3)
3 f =
225° ’ | \ 315°
.. ¥ o
i

Eulers formel: Koordinat: Kompleks tal:
e'? = cos(#) + isin(f) (cos(h),sin(6)) z = e = cos(6) + isin(f)

Figure 1: Den Komplette Enhedscirkel - Trigonometri, Komplekse Tal og Koordinater

Note

Sadan leeser du enhedscirklen:

1. Vinklen 8 males fra den positive z-akse (mod uret er positiv)
2. Koordinaterne (x,y) pa cirklen er (cos(6), sin(9))

3. Komplekst tal: Punktet svarer til z = e = cos(6) + isin(6)
4

. CAST-reglen forteeller hvilke funktioner er positive:
» Kvadrant I (0° — 90°): Alle positive
» Kvadrant Il (90° — 180°): Kun Sin positiv
» Kvadrant lll (180° — 270°): Kun Tan positiv
» Kvadrant IV (270° — 360°): Kun Cos positiv

5. Huske-veerdier: 2 ~ 0.87, Y2 ~ 0.71, 1 = 0.5

Mulige former for komplekse tal til eksamen

Lemma (4.6.1)

eZ =w (31)
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Z € C skal findes
w € C er givet.
Z =In(Jw|) + i(Arg(w) + P2m),p € Z (32)
Important
Angiv altid , p € Z for at fa fuld point
Example
e? =24+ V2i
w=V2+V2i
=v2+2=2
e -
A =-
rg(w) = 4
[T
Z =1n(2) +Z<Z —|—2p7r>,p €z
Binome ligninger (binomier)
Er et polynomium Z™ = w
Z,weCne’lsy
n i(arg(w))_i_le
Z=3|wl-e\ " "p={0,..,n—1} (34)
Example
73 =—4
n =
w=—i,|w =1
Arg(w) = ——
(35)
Z =1 ¢ (*%"'p%ﬂ),p € {0,1,2}
Z = 1ei<?+”2%> = ei=5+P23) p={0,1,2}

i =57

Z =e6" e3t 6"
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Polynomier

P(Z)=ayZ°+ a,Z" + ayZ% + ... + a, 2" )
36
=ay+a,Z+ayZ?+ ... +a,Z" (

Hvis a,, # 0 kaldes det et n’te grads polynomie.

Radder

Tal As& P(\) =0

Definition (Saetning 5.6.1: Algebraets fundamentalsaetning)

Et n’te grads polynomie har n komplekse radder regnet med multiplicitet.

Man kan omskrive alle polynomier som et produkt af farstegradspolynomier.
Hvis p(z) har rgdder A, ..., A,,, kan det omskrives til:

P(2) =apin) (2= A,) (37)
eller med multiplicitet:
P(z)=a,(z—X)™ ... (A)™
M F A F o F A
ogmy +..+m;=n

m,, kaldes den algebraiske multiplicitet af A,

Hvordan finder man regdder
I:Ol’nzl:P(z):ao—i-al,z:():>)\:_Z_flJ

Forn=2:P(z):c+bz+az2=>)\=%,D:bz—%w
Hvis D < 0: A = —=VIDl

2a

Note

Man kan muligvis fa opgaver, hvor man skal geette en rod ved n > 2. Her er den typisk
mellem -2 og 2

Divisionsalgoritmen

Example

P(2) =223 — 22% — 82 — 12 givet
p(3) = 0 ogsa givet.

Find alle radder:
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Solution:

Vi ved at:

P(z) = (2= 3)q(2) (39)

Bruger divisionsalgoritmen til at finde ¢(z)

Resten ved divisionsalgoritmen skal veere 0, ellers er det ikke en rod.

Alle P(z) € R[Z] sa kan det skrives som produkt af reelle ferste- og andengradspolynomier.

Matricer

a;; G2 13 ... Gy
A= |G @22 - Q2n | ¢ pnxm (40)
o1 Oma - G

a; ¢ QAg Co
il ]

(41)
_|a1tay ¢ ¢
by +b, dy +d,
a; €| |Gg Co
by dy by dy (42)

_ |maxt c1by arcy +cidy
a1b2 + d1b2 b].CQ + d1d2

Nar man ganger matricer sammen skal den anden matrix have samme maengde raekker som
den fgrste sgijler.
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Note

Nar der star A € F™*" er m antal sgjler (hvor mange tal nedad) og n er antal raekker
(hvor mange tal til hgjre)

Sgjlevektor
U1
veF = 1):2 (43)
vn
Lineaert ligningssystem
Meengde af lineeere ligninger
(1111'1 + (112([72 + + aln.’L‘n - b].
: (44)
Gy %y + Qoo + ... + a2, =b,
Ax=b
a1 A1y 1 by (45)
Am1 Amn Lp bn
Gauss elimination
211]|1
T4 = |3 5 13 (40
Reduceret trappeform:
10/0
0 1|0
10{|z, ] _|O
tHE an
11’1 +Ox2 - 0,.T1 - 0
Ol‘l +1m2 == O,xz = 0
Example
1 —4 0|1 T
A=10 0 1|12|z= |z (48)
0 0 0/0 T3
A-xz=1]0 0 1 Zy| = Z3 = |2 (49)
0 00 x5 0 0
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Solution:
.'L'3 — 2
T, [1+ 4t
.’1,‘2 = t
T3 2
_ 50
. i (50)
= |0 +¢t|1
2 0
Induktion
Ideen er, at vi viser to ting:
P(1) holder 51
For alle n € Ny, P(n —1) = P(n) (51)
Kan ogsé forskydes (s& vis P(2) holder og P(n —1) = P(n) for alle n € N.3)
Example
T 1
Z k= M (52)
k=1 2
Basis (holder):
1
1(1+1
Zk=1, (+)=1 (53)
k=1 2
Induktionshypotese:
n—1
—1 —1+1 —1)-
popz -1+ _(n—1)-n (54)
— 2 2
> k=1+243+.+(n-2)+(n—1)+n (55)

Yk
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n n—1
Zk=2k+n
k=1 k=1
_(n—=1)n  2n
— T T3
_(n—=1)n+2n
B 2
_ n? —n+2n
B 2
_n’4+n_ n(n+1)
22
Sa hypotesen holder.
Example ((S;, S5, ...))
1 forn=1
S"_{2-Sn_1+1forn22f0rn6N

Visat §, =2" —1
Basis:
n=18=12'-1=1

Induktionshypotese:
Antag, at der for et vilkarligt n > 2 geelder S, ; =21 —1

=2-(2"1—1)+1
=2"—2+1 =2m—1

Example
n
ZQk =97+t _ 4 for allen € N5,
k=2
Basis: n =2
2
Z 2k =92 =4
k=2
22+1—4=8—4=4
Induktion: forn € N,
n—1
S ok =gl g gn g
k=2

Betragt:

Page 15

(56)
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n

=il
Z ok — nsz + 2"
k=2

k=2
—9on 4490
=2.2" 4
=on+l _4

Example

B 2 forn=1
mTN2+3-a,  forn>?2
Vivil vise, at a,, < 4 forallen ¢ N

Basis: n =1
a1:4<4

Induktion: a,, ; <4forn e N,

Betrakt:

a,=+v/2+3a, ;1 <V2+3-4=v2+12=V14< V16 =4

Note

Hvis z < y, s& vz < \/y

Example

Foralle n € Ny, visatn! > 271

Basis: n =4
444-3-2-1=24,24"1 =23 = 8 Holder
Induktion: Antag for n € Ny5 at (n — 1)! > 2711 = 272
Betragt
nl=n-(n—1)!
>n- 2n72
1

— = oo 2n—1 > 2n—1
2" =

Fordi vived at 1n > 1, ma in - 2V~! veere storre end 1- 2!

Example

A

01

Page 16

(62)

(63)
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Vis at A = [(1) 21”] foralle n € N
Basis:n=1
1 21
Al=a %] =a
Induktion:
Antag A" ! = [é 2(”1_1)} forn € Ny,
Betragt
A" =A™ A
_[12(n—1)] [12
“ o 1 01
[t 242mn-1) (66)
— |0 1
(1 2n
01
Lineaere algebra
Vektorrum
Example
1 3 7
2 3 8
v = 17U2: 07,03: 1
4 1 6
Start med at finde en ordnet basis for V'
137 101
238 012
02 v2 vsl =7 o 1| @k [0 00 (67)
416 000

(vq,v5) er en ordnet basis for V.

Dimensionen for den ordnet basis er antal vektorer i den ordnet basis (her 2).

Opskriv linezer kombination for vektoren der ikke er i ordnet basis:

Definition (Saetning 9.2.1)
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Seet vektor sammen til en matrice, fa den pa reduceret trappeform. | de sgjler der er
pivotelementer, er de vektorer der er i den ordnet base.

Definition (Nulrummet)

Allede zx e R*sdledesat A- =0

Example
137
238
L= 101
416
0 e
rref([A 0]) = 0000
0000
T +r3=0& 12, = —x4
Ty + 223 =0 x9 = 215
zy| =t|—2| €ker(A),teR (69)
Tg 1
—1
ker(A) = span<{ | —2 (70)
1
Sgjlerummet:
A - x = b hvor x kan variere frit, hvad kan b sa vaere?
1 3
2| |3
colsp(A) = spanq || |,
4 1
Polynomiumrum
W ={a+bZ|a,beC}CC[Z] (71)

Vis at W er et underrum.

Lemma (10.4.2)

Altid skriv, at du bruger Lemma 10.4.2 til eksamen.

Lad V veere et vektorrum over F og W en delmaengde af V, der ikke er tom. Da er W et
underrum i V, hvis fglgende er opfyldt:
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for alle u,v € W og alle ¢ € F geelder der, at u +c-ve W (72)
v = CLQ + b2Z
Betragt
uta-v=_(a;+b62)+alay +b,Z) = a, +b,Z + aas + abyZ = (a; + aay) + (b + obgR¥
aeC beC
Example
Wy ={a+Z| a € C} CC[Z]
Vis at W, ikke er et underrum, bruger vi Lemma 10.4.2.
u=14+2Ze€eW,
(74)

utu=1+Z+1+2Z=2+2Z¢W,

Er ikke et underrum da det kun er et underrum hvis du har1-Z menvi harher2 -2

Basis

Definition

B=A{1,Z,2% 7Z3,...,Z"} er linezert uafheengige, og enhver delmaengde er ogsa lineser
uafhaengig.

Example

W={a+bZ|la,beC},B={1,Z}
c;14+c - Z2=04+0-Z=c;=cy=0
y=(4+Z2,2+32)

To krav fra definition 10.2.4:

Hvis antal uafhaengige baser er det samme som dimensionen, er de linesert uafhaengige
og er en ordnet basis.

1) c;(4+2)+¢,(243Z) =0[=¢; =cy =0]
deg + ¢ Z +2¢9 +3c,Z =0
= (4¢; +2¢9) -1+ (¢; +3¢5)Z =0
de; +2¢, =0
¢, +3cy =0

Totalmatrix:
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4 2|0 N 10/0
1 3|0| rrerF [0 1|0

sdc; =00gcy=0
Fordi ¢; = 0 og ¢, = 0 ma ~ veere lineaert uafhaengige.

2) Forue Wsau=a+bZ.

Vi vil vise, at der findes ¢;,c, € C sdledes atc;(4 + Z) + ¢c5(2+3Z) =a + bZ

a,b er givet i opgaven, sa de kendes.

(4de; +2¢y) + (¢; +3¢5)Z =a+bZ

4ey +2¢y = a
Cl+302:b
Totalmatrix:

42|a 10[-%+3%
1 3|b| nre b_a
RREF [0 1| 22 — &

b a

— 3_

@ ="5 1%

b a

9- =

2= 10

Lineaere afbildninger

f:R2—>R,f<[§1D =1, +,
2

Example
f erlinezer hvis f(x 4+ y) = f(x) + f(y) og f(c-x) = ¢ f(x)
1) z,ycR?savilz = [2 og Yy = j

+
1
LS
N =
| I g
N~
I
&H
7/
| —— |
8 8
N =
| I
+

(u])

= (331 + 3/1) + (332 + yz)
+

= (z) + 7)) + (11 + 42)
—([2]) + snm)

B s(e [i])een

Page 20

(76)
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(e [2]) = (=)

=cxy + cxy = c(z] + 24) (81)

=([22))

Example

g:R2—>R,g<[i;]>=x1-w2 (82)

g er ikke linezer.

2) g(e-[2]) =9([c2]) cer

Lemma (11.3.3)

L:V, -V,
B = (vq,...,v,) for V

v = (wq,...,w,,) for V,

2], =[], L@, - [LE,)]] (83)

v v

1) Voldregn L(v,), L(vs), ..., L(v,,)
2) Find: [L(v,)] . Altsd lgs: L(v;) = Mw, + ...+ W for alle v
c(11) CS-Z) an)
RIS

(1)
3 [Hy=|= =

D)o@ e

Example
f:R2—>R2,f({2D —z 2, N
- (m[_llD for R? og y = 3 for R
1 £([3]) =2£([7]) =0
[f(m)]fcﬁ”?)—z:cgn:g
2) [f([_ll]>]7202)=0:>cl2)=0

3 [1,=1 0
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Example

Hvad er Vm(f)? Find sgjlerummet.

rref(v[f]ﬂ) =[1 0]

Vm(f) =span{2} = {2t| t € R}

Det er alle reelle tal ganget med 2, men det er ogsa bare reelle tal, s& Vm(f) = R
Den er surjektiv fordi dispositionsmaengden er det samme som billedet.

f er injektiv hvis og kun hvis ker(f) = {0} (og f er linezer)

Derfor, find nulrummet. rref(w[f] ) =[1 0],z; =0dvs.

B
7[f]ﬂ) [0] =0foralletc R

t
——

=[]

([2]) = 0. Tilbage til normale koordinater.
k

|+ 1[7] = [7] sarertn) = sman{[] . £([]) = 0

0-
[ 1} er en ordnet basis for kernen. Dimensionen af kernen er 1, s& den er ikke tom, aka.
f er ikke injektiv

Egenveerdier

A € F™*™ har egenveerdier A\, som opfylder A-v =\ v
Finder egenveerdien det(A — AI,,)

Finder vektorene/egenrum (E;, v;) ved: ker(A — \;T,,)

Example
A=, 1] eree
1-X 2 2
det(A — \I,) = det([ HD —(1-A2—4=0
(1-22—a=x={;
P(Z) = (1— Z)? — 4 er det karakteristiske polynomium

Egenrum:
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E_; =ker(A— (—1)I,) = ker ( B ED

22 11
[2 2] RREF [0 0]’”1+”2—0=>”2—t’”1——t (85)
_ v L
v=lal={3]
1
E; = span{ [1} } (86)

Algebraisk multiplicitet:

am(\) multiplicitet af A i P(z)
gm()) = dim(E,)
1 <gm(A\) <am(\)
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