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Udsagnslogik

Important

Til eksamen: husk sandhedstabeller

𝑃 𝑄 𝑃 ∧ 𝑄 𝑃 ∨ 𝑄 ¬𝑃 𝑃 ⇒ 𝑄 𝑃 ⇔ 𝑄
𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇
𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹
𝐹 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇
𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝑇

Ved 𝑃 ⇒ 𝑄 så hvis 𝑃  er falsk, så vil 𝑃 ⇒ 𝑄 altid være sand. Hvis 𝑃  er sand, skal 𝑄 også 
være sand.

Example

(𝑃 ∨ 𝑄 ∨ 𝑅) ⇒ 𝑄
Opskriv sandhedstabel

𝑃 𝑄 𝑅 𝑃 ∨ 𝑄 ∨ 𝑅 (𝑃 ∨ 𝑄 ∨ 𝑅) ⇒ 𝑄
𝑇 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇
𝐹 𝑇 𝑇 𝑇 𝑇
𝑇 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹
𝐹 𝐹 𝑇 𝑇 𝐹
𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇
𝐹 𝑇 𝐹 𝑇 𝑇
𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 𝐹
𝐹 𝐹 𝐹 𝐹 𝑇

(𝑃 ∨ 𝑄) ∨ 𝑅 ⇔ 𝑃 ∨ (𝑄 ∨ 𝑅)

Mængder

Samling af elementer.

Kan være f.eks.:

{1, 2, 3, …}
{𝑎 ∈ ℝ|𝑃(𝑎) er sandt}

(1)
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Man kan tegne mængderne grafisk.

Fællesmængder:

𝐴 ∩ 𝐵
Hvad der er i både 𝐴 og 𝐵

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵} (2)

Foreningsmængde:

𝐴 ∪ 𝐵
Hvad der er i enten 𝐴 eller 𝐵

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐴 ∨ 𝑎 ∈ 𝐵} (3)

Differens:

𝐴/𝐵
Hvad der er i 𝐴 men ikke 𝐵

𝐴/𝐵 = {𝑎|𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∉ 𝐵} (4)

Example

Tre mængder 𝐴, 𝐵, 𝐶.

Find følgende: (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐶

Hvad der er i 𝐴 eller 𝐵, og den del af det, som også er i 𝐶.

For opgaven:

𝐴 = {0, 1, 2}
𝐵 = {1, 2, 3}
𝐶 = {3, 4, 5}

(5)

𝐴 ∩ 𝐵 = hvad der er i 𝐴 eller 𝐵 så tal fra 0-3
(𝐴 ∩ 𝐵) ∪ 𝐶 = Hvad der er i både tal fra 0-3 og i 3, 4, 5 så 3

(𝐴 ∩ 𝐵) ∪ 𝐶) = {3}
(6)

Funktioner

Hvad er en funktion? Kan kaldes en matematisk process, som tager et element fra en mængde, 
og afbilder over på et element i en anden mængde.

Technical University of Denmark
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𝑓 : 𝐴 → 𝐵
𝑎 ↦ 𝑓(𝑎)

(7)

Værdimængden:

𝑉 𝑚(𝑓), 𝑓(𝐴)
Værdimængden er alle værdier 𝑓(𝑎) kan blive (alle elementer, der bliver ramt i dispositions
mængden)
𝑉 𝑚(𝑓) ⊆ 𝐵

Example

𝑓 : ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 𝑥2

(8)

Inkektive, surjektive og bijektive funktioner

Injektiv

Alle elementer i dispositionsmængden må kun rammes én gang. Dispositionsmængden her 
kan være større en værdimængden

Surjektiv

Alle elementer i dispositionsmængden skal rammes. Elementerne i dispositionsmængden må 
gerne rammes flere gange.

Bijektiv

En funktion, der både er injektiv og surjektiv. Dvs. alle elementer i definitionsmængden skal 
pege på ét element i dispositionsmængden, og ét unikt element.

Notér her at hvis man tager den inverse funktion (hvor man vender pilen om), vil den inverse 
funktion stadig være bijektiv. Det gælder kun for bijektive funktioner, og ikke de andre.

Technical University of Denmark
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Inverse funktion

𝑓 : 𝐴 → 𝐵
𝑎 ↦ 𝑓(𝑎)

𝑓−1/𝑔 : 𝐵 → 𝐴
𝑓(𝑎) ↦ 𝑎

(9)

𝑓 ∘ 𝑓−1 = 𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = id𝐵

𝑓−1 ∘ 𝑓 = 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = id𝐴
(10)

Lemma (2.2.2)

En funktion har en invers hvis og kun hvis den er bijektiv

For inverse funktioner gælder (𝑓(𝑥) er funktion, 𝑔(𝑥) er dens inverse):

𝑓(𝑔(𝑥)) = idℝ

𝑔(𝑓(𝑥)) = idℝ
(11)

Example

𝑓 : ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 3𝑥 − 7

(12)

Find en invers funktion 𝑓−1

Solution:

Opstil funktion: 𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 7

Byt om på 𝑥 og 𝑦 (𝑓(𝑥))

𝑓(𝑥) = 3𝑥 − 7
𝑥 = 3𝑦 − 7 ⇔

𝑦 = 𝑥 + 7
3

= 𝑔(𝑥)
(13)

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑥(𝑥 + 7
3

) − 7 = 𝑥

𝑔(𝑓(𝑥)) = (3𝑥 − 7) + 7
3

= 𝑥
(14)

Example

𝑓 : ℝ → ℝ
𝑥 ↦ 𝑥2

(15)

Technical University of Denmark
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Solution:

Er ikke injektiv da f.eks. 𝑓(−1) og 𝑓(1) giver det samme
Er heller ikke surjektiv da der ikke fås nogle negative værdier.

Hvad med

𝑔 : ℝ≥0 → ℝ

𝑥 ↦ 𝑥2
(16)

Solution:

Er Injektiv, da x kun må være positiv, og der er ikke 2 positive x-værdier, hvis 𝑥2 giver 
det samme

Hvad med

ℎ : ℝ → ℝ≥0

𝑥 ↦ 𝑥2
(17)

Solution:

Er surjektiv, da alle positive tal bliver ramt, og du i dispositionsmængden ikke 
længere har de negative. Er ikke injektiv da du stadig har at 𝑓(−1) = 𝑓(1) = 1

Hvad med

𝑘 : ℝ≥0 → ℝ≥0

𝑥 ↦ 𝑥2
(18)

Solution:

Er bijektiv, på grund af det samme som de to sidste to eksempler sat sammen.

Derfor findes 𝑘−1

𝑘−1 : ℝ≥0 → ℝ≥0

𝑥 ↦
√

𝑥
(19)

Note

For 
√

𝑥 definerer vi kun svaret som det positive.

Men for 𝑥2 = 4 defineres ±2 som svaret.

Example

Technical University of Denmark
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𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥

𝑥 = 𝑒2𝑦

ln(𝑥) = ln(𝑒2𝑦)
ln(𝑥) = 2𝑦

𝑦 = ln(𝑥)
2

(20)

Note

For inverse funktioner, skal man huske at sørge for, at 𝑓 ∘ 𝑓−1 skal give id𝐴 og 𝑓−1 ∘
𝑓 = id𝐵

Identitetsfunktionen

id : 𝐴 → 𝐴
𝑥 ↦ 𝑥 (21)

Funktionen, der basically ikke gør noget.

Sammensatte funktioner

𝑓 : 𝐴 → 𝐵       𝑔 : 𝐵 → 𝐶 (22)

𝑓 ∘ 𝑔 : 𝐴 → 𝐶
𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑓(𝑔(𝑥))

(23)

Komplekse tal ℂ

Er en mængde af tal, hvor vi tillader et tal 𝑖, som er løsningen til ligningen 𝑖2 = −1

Det gør, at man kan tage kvadratroden af negative tal. 𝑖 =
√

−1

Bruger normalt 𝑍 til at beksrive dem.

Rektangulær form:

𝑍 = 𝑎 + 𝑖𝑏

Regulære del: 𝑅𝑒(𝑍) = 𝑎
Imaginære del: 𝐼𝑚(𝑍) = 𝑏

Polær form:

𝑍 = |𝑍| ⋅ 𝑒𝑖⋅ arg(𝑍)

Kan betragte dem som funktioner:

𝑍1 = (𝑎1 + 𝑖𝑏1), 𝑍2 = (𝑎2 + 𝑖𝑏2) (24)

hvor man kan lægge dem sammen:

Technical University of Denmark
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𝑍1 + 𝑍2 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑖(𝑏1 + 𝑏2) (25)

Gange dem sammen:

𝑍1 ⋅ 𝑍2 = (𝑎1 + 𝑖𝑏1)(𝑎2 + 𝑖𝑏2) = 𝑎1𝑎2 + 𝑖𝑎1𝑏2 + 𝑖𝑏1𝑎2 + 𝑖2𝑏1𝑏2

= 𝑎1𝑎2 + 𝑖𝑎1𝑏2 + 𝑖𝑏1𝑎2 − 𝑏1𝑏2
(26)

Gange sammen på polære form:

𝑍3 = |𝑍3| 𝑒𝑖 arg(𝑍3), 𝑍4 = |𝑍4| 𝑒𝑖 arg(𝑍4)

𝑍3 ⋅ 𝑍4 = |𝑍3‖𝑍4| 𝑒𝑖(arg(𝑍3)+ arg(𝑍4))
(27)

Definition (Eulers formel)

𝑒𝑖𝑣 = cos(𝑣) + 𝑖 sin(𝑣)

|𝑍| 𝑒𝑖 arg(𝑍) = |𝑍| cos(arg(𝑍)) + 𝑖 |𝑍| sin(arg(𝑍))
(28)

Definition (4.3.1: Fra rektangulær til Polær)

Længden/Absolutværdien af et komplekst tal er:

|𝑍| = √𝑎2 + 𝑏2 = √𝑅𝑒(𝑍)2 + 𝐼𝑚(𝑍)2 (29)

Bruger pythagoras.

Argumentet:

𝐴𝑟𝑔(𝑍) =

{




arctan( 𝑏

𝑎) for 𝑎 ≥ 0
𝜋
2 for 𝑎 = 0 ∧ 𝑏 > 0
arctan( 𝑏

𝑎) + 𝜋 for 𝑎 < 0 ∧ 𝑏 ≥ 0
−𝜋

2 for 𝑎 = 0 ∧ 𝑏 < 0
arctan( 𝑏

𝑎) − 𝜋 for 𝑎 < 0 ∧ 𝑏 < 0

(30)

Argument (𝑎𝑟𝑔(𝑍)) er hovedargumentet (vinklen fra 0 − 2𝜋) plus 2𝜋 gange noget.

Technical University of Denmark
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𝑥 = cos(𝜃) = Re

𝑦 = sin(𝜃) = Im

Alle +Sin +

Tan + Cos +

III

III IV

0°

30°

45°

60°

90°

120°

135°

150°

180°

210°

225°

240°

270°

300°

315°

330°

0

𝜋
6

𝜋
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𝜋
3

𝜋
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𝜋
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√

2
2 ,

√
2
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(1
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√
3

2 )(−1
2 ,

√
3

2 )

(−
√

2
2 ,

√
2

2 )

(−
√

3
2 , 1

2)

(−
√

3
2 , −1

2)

(−
√

2
2 , −

√
2

2 )

(−1
2 , −

√
3

2 ) (1
2 , −

√
3

2 )

(
√

2
2 , −

√
2

2 )

(
√

3
2 , −1

2)

(1, 0)
= 1

(0, 1)
= 𝑖

(−1, 0)
= −1

(0, −1)
= −𝑖

𝜃
cos(𝜃)

sin(𝜃)
𝑟 = 1

Eulers formel:

𝑒𝑖𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)
Koordinat:

(cos(𝜃), sin(𝜃))
Kompleks tal:

𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)

θ cos sin
0 1 0
𝜋
6

√
3

2
1
2

𝜋
4

√
2

2

√
2

2
𝜋
3

1
2

√
3

2
𝜋
2 0 1

Figure 1: Den Komplette Enhedscirkel - Trigonometri, Komplekse Tal og Koordinater

Note

Sådan læser du enhedscirklen:

1. Vinklen 𝜃 måles fra den positive 𝑥-akse (mod uret er positiv)

2. Koordinaterne (𝑥, 𝑦) på cirklen er (cos(𝜃), sin(𝜃))

3. Komplekst tal: Punktet svarer til 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)

4. CAST-reglen fortæller hvilke funktioner er positive:
• Kvadrant I (0° − 90°): Alle positive
• Kvadrant II (90° − 180°): Kun Sin positiv
• Kvadrant III (180° − 270°): Kun Tan positiv
• Kvadrant IV (270° − 360°): Kun Cos positiv

5. Huske-værdier: 
√

3
2 ≈ 0.87, 

√
2

2 ≈ 0.71, 1
2 = 0.5

Mulige former for komplekse tal til eksamen

Lemma (4.6.1)

𝑒𝑍 = 𝑤 (31)

Technical University of Denmark
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𝑍 ∈ ℂ skal findes
𝑤 ∈ ℂ er givet.

𝑍 = ln(|𝑤|) + 𝑖(𝐴𝑟𝑔(𝑤) + 𝑃2𝜋), 𝑝 ∈ ℤ (32)

Important

Angiv altid , 𝑝 ∈ ℤ for at få fuld point

Example

𝑒𝑍 =
√

2 +
√

2𝑖

𝑤 =
√

2 +
√

2𝑖
|𝑤| =

√
2 + 2 = 2

𝐴𝑟𝑔(𝑤) = 𝜋
4

𝑍 = ln(2) + 𝑖(𝜋
4

+ 2𝑝𝜋), 𝑝 ∈ ℤ

(33)

Binome ligninger (binomier)

Er et polynomium 𝑍𝑛 = 𝑤

𝑍, 𝑤 ∈ ℂ, 𝑛 ∈ ℤ≥0

𝑍 = 𝑛√|𝑤| ⋅ 𝑒𝑖(𝑎𝑟𝑔(𝑤)
𝑛 +𝑝2𝜋

𝑛 ), 𝑝 = {0, …, 𝑛 − 1} (34)

Example

𝑍3 = −𝑖
𝑛 = 3

𝑤 = −𝑖, |𝑤| = 1

𝐴𝑟𝑔(𝑤) = −𝜋
2

𝑍 = 3√1 ⋅ 𝑒𝑖⋅(−𝜋
6 +𝑝2𝜋

3 ), 𝑝 ∈ {0, 1, 2}

𝑍 = 1𝑒𝑖(−𝜋
2

3 +𝑝2𝜋
3 ) = 𝑒𝑖(−𝜋

6 +𝑝2𝜋
3 ), 𝑝 = {0, 1, 2}

𝑍 = 𝑒−𝜋
6 𝑖, 𝑒𝜋

2 𝑖, 𝑒−5𝜋
6 𝑖

(35)

Technical University of Denmark
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Polynomier

𝑃(𝑍) = 𝑎0𝑍0 + 𝑎1𝑍1 + 𝑎2𝑍2 + … + 𝑎𝑛𝑍𝑛

= 𝑎0 + 𝑎1𝑍 + 𝑎2𝑍2 + … + 𝑎𝑛𝑍𝑛 (36)

Hvis 𝑎𝑛 ≠ 0 kaldes det et n’te grads polynomie.

Rødder

Tal 𝜆 sǻ 𝑃(𝜆) = 0

Definition (Sætning 5.6.1: Algebraets fundamentalsætning)

Et n’te grads polynomie har n komplekse rødder regnet med multiplicitet.

Man kan omskrive alle polynomier som et produkt af førstegradspolynomier.
Hvis 𝑝(𝑧) har rødder 𝜆1, …, 𝜆𝑛, kan det omskrives til:

𝑃(𝑧) = 𝑎𝑛(𝑧 − 𝜆1) ⋅ … ⋅ (𝑧 − 𝜆𝑛) (37)

eller med multiplicitet:

𝑃(𝑧) = 𝑎𝑛(𝑧 − 𝜆1)
𝑚1 ⋅ … ⋅ (𝜆𝑗)

𝑚𝑗

𝜆1 ≠ 𝜆2 ≠ … ≠ 𝜆𝑗
(38)

og 𝑚1 + … + 𝑚𝑗 = 𝑛

𝑚𝑘 kaldes den algebraiske multiplicitet af 𝜆𝑘

Hvordan finder man rødder

For 𝑛 = 1 : 𝑃(𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 = 0 ⇒ 𝜆 = −𝑎0
𝑎1

For 𝑛 = 2 : 𝑃(𝑧) = 𝑐 + 𝑏𝑧 + 𝑎𝑧2 ⇒ 𝜆 = −𝑏±
√

𝐷
2𝑎 , 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐

Hvis 𝐷 < 0: 𝜆 = −𝑏±𝑖√|𝐷|
2𝑎

Note

Man kan muligvis få opgaver, hvor man skal gætte en rod ved 𝑛 > 2. Her er den typisk 
mellem −2 og 2

Divisionsalgoritmen

Example

𝑃(𝑧) = 2𝑧3 − 2𝑧2 − 8𝑧 − 12 givet
𝑝(3) = 0 også givet.

Find alle rødder:

Technical University of Denmark
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Solution:

Vi ved at:

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 3)𝑞(𝑧) (39)

Bruger divisionsalgoritmen til at finde 𝑞(𝑧)

Resten ved divisionsalgoritmen skal være 0, ellers er det ikke en rod.

Alle 𝑃(𝑧) ∈ ℝ[𝑍] så kan det skrives som produkt af reelle første- og andengradspolynomier.

Matricer

𝑨 =

[



𝑎11

𝑎21
⋮

𝑎𝑚1

𝑎12
𝑎22

𝑎𝑚2

𝑎13
…

…

…

𝑎𝑚𝑛

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛

]





∈ 𝔽𝑛×𝑚 (40)

[𝑎1
𝑏1

𝑐1
𝑑1

] + [𝑎2
𝑏2

𝑐2
𝑑2

]

= [𝑎1 + 𝑎2
𝑏1 + 𝑏2

𝑐1 + 𝑐2
𝑑1 + 𝑑2

]
(41)

[𝑎1
𝑏1

𝑐1
𝑑1

] ⋅ [𝑎2
𝑏2

𝑐2
𝑑2

]

= [𝑎1𝑎2 + 𝑐1𝑏2
𝑎1𝑏2 + 𝑑1𝑏2

𝑎1𝑐2 + 𝑐1𝑑2
𝑏1𝑐2 + 𝑑1𝑑2

]
(42)

Når man ganger matricer sammen skal den anden matrix have samme mængde rækker som 
den første søjler.

Technical University of Denmark
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Note

Når der står 𝑨 ∈ 𝔽𝑚×𝑛 er 𝑚 antal søjler (hvor mange tal nedad) og 𝑛 er antal rækker 
(hvor mange tal til højre)

Søjlevektor

𝒗 ∈ 𝔽𝑛𝒗 =

[



𝑣1

𝑣2
⋮

𝑣𝑛]





(43)

Lineært ligningssystem

Mængde af lineære ligninger

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + … + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + … + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

(44)

𝑨𝒙 = 𝒃 :

[

𝑎11

⋮
𝑎𝑚1

…

…

𝑎1𝑛

𝑎𝑚𝑛]

 ⋅

[

𝑥1

⋮
𝑥𝑛]


 =

[

𝑏1

⋮
𝑏𝑛]


 (45)

Gauss elimination

𝑻 = [𝑨 𝒃] = [2
4

1
5

1
7

1
2] (46)

Reduceret trappeform:

[1
0

0
1

0
0]

[1
0

0
1][𝑥1

𝑥2
] = [0

0]

1𝑥1 + 0𝑥2 = 0, 𝑥1 = 0
0𝑥1 + 1𝑥2 = 0, 𝑥2 = 0

(47)

Example

𝑨 =
[

1

0
0

−4
0
0

0
1
0

1
2
0]

𝒙 =

[

𝑥1

𝑥2
𝑥3]


 (48)

𝑨 ⋅ 𝒙 =
[

1

0
0

−4
0
0

0
1
0]

 ⋅

[

𝑥1

𝑥2
𝑥3]


 =

[

𝑥1 − 4𝑥2

𝑥3
0 ]


 =

[

1

2
0]

 (49)
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Solution:

𝑥1 − 4𝑥2 = 1
𝑥3 = 2
𝑥2 = 𝑡, 𝑥1 = 1 + 4𝑡

[

𝑥1

𝑥2
𝑥3]


 =

[

1 + 4𝑡

𝑡
2 ]




=
[

1

0
2]

 + 𝑡

[

4

1
0]



(50)

Induktion

Ideen er, at vi viser to ting:

{𝑃(1) holder
For alle 𝑛 ∈ ℕ≥2𝑃(𝑛 − 1) ⇒ 𝑃(𝑛) (51)

Kan også forskydes (så vis 𝑃(2) holder og 𝑃(𝑛 − 1) ⇒ 𝑃(𝑛) for alle 𝑛 ∈ ℕ≥3)

Example

∑
𝑛

𝑘=1
𝑘 = 𝑛(𝑛 + 1)

2
(52)

Basis (holder):

∑
1

𝑘=1
𝑘 = 1, 1(1 + 1)

2
= 1 (53)

Induktionshypotese:

∑
𝑛−1

𝑘=1
𝑘 = (𝑛 − 1)(𝑛 − 1 + 1)

2
= (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛

2
(54)

∑
𝑛

𝑘=1
𝑘 = 1 + 2 + 3 + … + (𝑛 − 2) + (𝑛 − 1)⏟

∑𝑛−1
𝑘=1 𝑘

+ 𝑛 (55)

Technical University of Denmark
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∑
𝑛

𝑘=1
𝑘 = ∑

𝑛−1

𝑘=1
𝑘 + 𝑛

= (𝑛 − 1)𝑛
2

+ 2𝑛
2

= (𝑛 − 1)𝑛 + 2𝑛
2

= 𝑛2 − 𝑛 + 2𝑛
2

= 𝑛2 + 𝑛
2

= 𝑛(𝑛 + 1)
2

(56)

Så hypotesen holder.

Example ((𝑆1, 𝑆2, …))

𝑆𝑛 = {1 for 𝑛 = 1
2 ⋅ 𝑆𝑛−1 + 1 for 𝑛 ≥ 2 for 𝑛 ∈ ℕ (57)

Vis at 𝑆𝑛 = 2𝑛 − 1

Basis:

𝑛 = 1, 𝑆1 = 1, 21 − 1 = 1

Induktionshypotese:

Antag, at der for et vilkårligt 𝑛 ≥ 2 gælder 𝑆𝑛−1 = 2𝑛−1 − 1

𝑆𝑛 = 2𝑆𝑛−1 + 1

= 2 ⋅ (2𝑛−1 − 1) + 1
= 2𝑛 − 2 + 1 = 2𝑛 − 1

(58)

Example

∑
𝑛

𝑘=2
2𝑘 = 2𝑛+1 − 4 for alle 𝑛 ∈ ℕ≥2 (59)

Basis: 𝑛 = 2

∑
2

𝑘=2
2𝑘 = 22 = 4

22+1 − 4 = 8 − 4 = 4

(60)

Induktion: for 𝑛 ∈ ℕ≥2

∑
𝑛−1

𝑘=2
2𝑘 = 2(𝑛−1)+1 − 4 = 2𝑛 − 4 (61)

Betragt:

Technical University of Denmark
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∑
𝑛

𝑘=2
2𝑘 = ∑

𝑛−1

𝑘=2
2𝑘 + 2𝑛

= 2𝑛 − 4 + 2𝑛

= 2 ⋅ 2𝑛 − 4
= 2𝑛+1 − 4

(62)

Example

𝑎𝑛 = {
2 for 𝑛 = 1
√2 + 3 ⋅ 𝑎𝑛−1 for 𝑛 ≥ 2 (63)

Vi vil vise, at 𝑎𝑛 < 4 for alle 𝑛 ∈ ℕ

Basis: 𝑛 = 1
𝑎1 = 4 < 4

Induktion: 𝑎𝑛−1 < 4 for 𝑛 ∈ ℕ≥2

Betrakt:

𝑎𝑛 = √2 + 3𝑎𝑛−1 <
√

2 + 3 ⋅ 4 =
√

2 + 12 =
√

14 <
√

16 = 4 (64)

Note

Hvis 𝑥 < 𝑦, så 
√

𝑥 < √𝑦

Example

For alle 𝑛 ∈ ℕ≥4, vis at 𝑛! ≥ 2𝑛−1

Basis: 𝑛 = 4
4 ≠ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1 = 24, 24−1 = 23 = 8 Holder

Induktion: Antag for 𝑛 ∈ ℕ≥5 at (𝑛 − 1)! ≥ 2𝑛−1−1 = 2𝑛−2

Betragt

𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1)!

≥ 𝑛 ⋅ 2𝑛−2

= 1
2

⋅ 𝑛 ⋅ 2𝑛−1 ≥ 2𝑛−1

(65)

Fordi vi ved at 1
2𝑛 ≥ 1, må 1

2𝑛 ⋅ 2𝑁−1 være større end 1 ⋅ 2𝑛−1

Example

𝑨 = [1
0

2
1]

Technical University of Denmark
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Vis at 𝑨 = [1
0

2𝑛
1 ] for alle 𝑛 ∈ ℕ

Basis: 𝑛 = 1
𝑨1 = 𝑨, [1

0
2⋅1
1 ] = 𝑨

Induktion:

Antag 𝑨𝑛−1 = [1
0

2(𝑛−1)
1 ] for 𝑛 ∈ ℕ≥2

Betragt

𝑨𝑛 = 𝑨𝑛−1 ⋅ 𝑨

= [1
0

2(𝑛 − 1)
1 ] ⋅ [1

0
2
1]

= [1
0

2 + 2(𝑛 − 1)
1 ]

= [1
0

2𝑛
1 ]

(66)

Lineære algebra

Vektorrum

Example

𝒗𝟏 =
[



1
2
1
4]

, 𝒗𝟐 =

[



3
3
0
1]

, 𝒗𝟑 =

[



7
8
1
6]



Start med at finde en ordnet basis for 𝑽

[𝒗𝟏 𝒗𝟐 𝒗𝟑] =

[



1

2
1
4

3
3
0
1

7
8
1
6]





⟶
RREF

[



1

0
0
0

0
1
0
0

1
2
0
0]





(67)

(𝒗𝟏, 𝒗𝟐) er en ordnet basis for 𝑽 .

Dimensionen for den ordnet basis er antal vektorer i den ordnet basis (her 2).

Opskriv lineær kombination for vektoren der ikke er i ordnet basis:

𝒗𝟑 = 1 ⋅ 𝒗𝟏 + 2 ⋅ 𝒗𝟐

Definition (Sætning 9.2.1)

Technical University of Denmark
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Sæt vektor sammen til en matrice, få den på reduceret trappeform. I de søjler der er 
pivotelementer, er de vektorer der er i den ordnet base.

Definition (Nulrummet)

Alle de 𝒙 ∈ ℝ𝑛 således at 𝑨 ⋅ 𝒙 = 𝟎

Example

𝑨 =

[



1

2
1
4

3
3
0
1

7
8
1
6]





𝑟𝑟𝑒𝑓([𝑨 𝟎]) =

[



1

0
0
0

0
1
0
0

1
2
0
0

0
0
0
0]





𝑥1 + 𝑥3 = 0 ⇔ 𝑥1 = −𝑥3

𝑥2 + 2𝑥3 = 0 ⇔ 𝑥2 = −2𝑥3

(68)

[

𝑥1

𝑥2
𝑥3]


 = 𝑡

[

−1

−2
1 ]


 ∈ ker(𝑨), 𝑡 ∈ ℝ (69)

ker(𝑨) = span
{



[

−1

−2
1 ]




}



(70)

Søjlerummet:

𝑨 ⋅ 𝒙 = 𝒃 hvor 𝒙 kan variere frit, hvad kan 𝒃 så være?

colsp(𝑨) = span
{



[



1
2
1
4]

,

[



3
3
0
1]



}



Polynomiumrum

𝑊 = {𝑎 + 𝑏𝑍 | 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ} ⊆ ℂ[𝑍] (71)

Vis at 𝑊  er et underrum.

Lemma (10.4.2)

Altid skriv, at du bruger Lemma 10.4.2 til eksamen.

Lad 𝑉  være et vektorrum over 𝔽 og 𝑊  en delmængde af 𝑉 , der ikke er tom. Da er 𝑊  et 
underrum i 𝑉 , hvis følgende er opfyldt:

Technical University of Denmark



DTU  - Mat1a gennemgang Page 19

for alle 𝒖, 𝒗 ∈ 𝑊 og alle 𝑐 ∈ 𝔽 gælder der, at 𝒖 + 𝑐 ⋅ 𝒗 ∈ 𝑊 (72)
𝑢 = 𝑎1 + 𝑏1𝑍
𝑣 = 𝑎2 + 𝑏2𝑍

Betragt

𝑢 + 𝛼 ⋅ 𝑣 = (𝑎1 + 𝑏1𝑍) + 𝛼(𝑎2 + 𝑏2𝑍)
= 𝑎1 + 𝑏1𝑍 + 𝛼𝑎2 + 𝛼𝑏2𝑍 = (𝑎1 + 𝛼𝑎2)⏟

𝑎∈ℂ

+ (𝑏 + 𝛼𝑏2)⏟
𝑏∈ℂ

𝑍 (73)

Example

𝑊0 = {𝑎 + 𝑍| 𝑎 ∈ ℂ} ⊆ ℂ[𝑍]

Vis at 𝑊0 ikke er et underrum, bruger vi Lemma 10.4.2.

𝑢 = 1 + 𝑍 ∈ 𝑊0

𝑢 + 𝑢 = 1 + 𝑍 + 1 + 𝑍 = 2 + 2𝑍 ∉ 𝑊0
(74)

Er ikke et underrum da det kun er et underrum hvis du har 1 ⋅ 𝑍 men vi har her 2 ⋅ 𝑍

Basis

Definition

𝛽 = {1, 𝑍, 𝑍2, 𝑍3, …, 𝑍𝑛} er lineært uafhængige, og enhver delmængde er også lineær 
uafhængig.

Example

𝑊 = {𝑎 + 𝑏𝑍| 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ}, 𝛽 = {1, 𝑍}

𝑐1 ⋅ 1 + 𝑐2 ⋅ 𝑍 = 0 + 0 ⋅ 𝑍 ⇒ 𝑐1 = 𝑐2 = 0

𝛾 = (4 + 𝑍, 2 + 3𝑍)

To krav fra definition 10.2.4:

Hvis antal uafhængige baser er det samme som dimensionen, er de lineært uafhængige 
og er en ordnet basis.

1) 𝑐1(4 + 𝑍) + 𝑐2(2 + 3𝑍) = 0[⇒ 𝑐1 = 𝑐2 = 0]

4𝑐1 + 𝑐1𝑍 + 2𝑐2 + 3𝑐2𝑍 = 0
= (4𝑐1 + 2𝑐2) ⋅ 1 + (𝑐1 + 3𝑐2)𝑍 = 0

4𝑐1 + 2𝑐2 = 0
𝑐1 + 3𝑐2 = 0

(75)

Totalmatrix:

Technical University of Denmark
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[4
1

2
3

0
0] ⟶

RREF
[1
0

0
1

0
0]

så 𝑐1 = 0 og 𝑐2 = 0
(76)

Fordi 𝑐1 = 0 og 𝑐2 = 0 må 𝛾 være lineært uafhængige.

2) For 𝑢 ∈ 𝑊  så 𝑢 = 𝑎 + 𝑏𝑍.

Vi vil vise, at der findes 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℂ således at 𝑐1(4 + 𝑍) + 𝑐2(2 + 3𝑍) = 𝑎 + 𝑏𝑍

𝑎, 𝑏 er givet i opgaven, så de kendes.

(4𝑐1 + 2𝑐2) + (𝑐1 + 3𝑐2)𝑍 = 𝑎 + 𝑏𝑍
4𝑐1 + 2𝑐2 = 𝑎
𝑐1 + 3𝑐2 = 𝑏

(77)

Totalmatrix:

[4
1

2
3

𝑎
𝑏] ⟶

RREF
[

1
0

0
1

− 𝑏
5 + 3 𝑎

10
2 𝑏

5 − 𝑎
10

]

𝑐1 = −𝑏
5

+ 3 𝑎
10

𝑐2 = 2𝑏
5

− 𝑎
10

(78)

Lineære afbildninger

𝑓 : ℝ2 → ℝ, 𝑓([𝑥1
𝑥2

]) = 𝑥1 + 𝑥2 (79)

Example

𝑓  er lineær hvis 𝑓(𝒙 + 𝒚) = 𝑓(𝒙) + 𝑓(𝒚) og 𝑓(𝑐 ⋅ 𝒙) = 𝑐 ⋅ 𝑓(𝒙)

1) 𝒙, 𝒚 ∈ ℝ2 så vil 𝒙 = [𝑥1
𝑥2

] og 𝒚 = [𝑦1
𝑦2

]

𝑓([𝑥1
𝑥2

] + [𝑦1
𝑦2

]) = 𝑓([𝑥1
𝑥2

]) + 𝑓([𝑦1
𝑦2

])

= (𝑥1 + 𝑦1) + (𝑥2 + 𝑦2)
= (𝑥1 + 𝑥2) + (𝑦1 + 𝑦2)

= 𝑓([𝑥1
𝑥2

]) + 𝑓(𝑦1, 𝑦2)

(80)

2) 𝑓(𝑐 ⋅ [𝑥1
𝑥2

]), 𝑐 ∈ ℝ
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𝑓(𝑐 ⋅ [𝑥1
𝑥2

]) = 𝑓([𝑐𝑥1
𝑐𝑥2

])

= 𝑐𝑥1 + 𝑐𝑥2 = 𝑐(𝑥1 + 𝑥2)

= 𝑐 ⋅ 𝑓([𝑥1
𝑥2

])

(81)

Example

𝑔 : ℝ2 → ℝ, 𝑔([𝑥1
𝑥2

]) = 𝑥1 ⋅ 𝑥2 (82)

𝑔 er ikke lineær.

2) 𝑔(𝑐 ⋅ [𝑥1
𝑥2

]) = 𝑔([𝑐𝑥1
𝑐𝑥2

]), 𝑐 ∈ ℝ

Lemma (11.3.3)

𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2

𝛽 = (𝑣1, …, 𝑣𝑛) for 𝑉1

𝛾 = (𝑤1, …, 𝑤𝑛) for 𝑉2

[𝐿]𝛾 𝛽 = [[𝐿(𝑣1)]𝛾 [𝐿(𝑣2)]𝛾 … [𝐿(𝑣𝑛)]𝛾] (83)

1) Voldregn 𝐿(𝑣1), 𝐿(𝑣2), …, 𝐿(𝑣𝑛)
2) Find: [𝐿(𝑣1)]𝛾. Altså løs: 𝐿(𝑣1) = 𝑐(1)

1 𝑤1 + … + 𝑐(1)
𝑛 𝑤𝑛 for alle 𝑣

3) [𝐿]𝛾 𝛽 =

[


𝑐(1)

1

𝑐(1)
2
⋮

𝑐(1)
𝑚

𝑐(2)
1

𝑐(2)
2
⋮

𝑐(2)
𝑚

…
…

…

𝑐(𝑛)
1

𝑐(𝑛)
1
⋮

𝑐(𝑛)
𝑚 ]





Example

𝑓 : ℝ2 → ℝ2, 𝑓([𝑥1
𝑥2

]) = 𝑥1 + 𝑥2

𝛽 = ([1
1], [−1

1 ]) for ℝ2 og 𝛾 = 3 for ℝ
(84)

1) 𝑓([1
1]) = 2, 𝑓([−1

1 ]) = 0

2)

[𝑓([1
1])]

𝛾
= 𝑐(1)

1 3 = 2 ⇒ 𝑐(1)
1 = 2

3

[𝑓([−1
1 ])]

𝛾
= 𝑐(2)

1 = 0 ⇒ 𝑐(2)
1 = 0

3) [𝑓]𝛾 𝛽 = [2
3 0]
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Example

[𝑓]𝛾 𝛽 = [2
3 0]

Hvad er Vm(𝑓)? Find søjlerummet.

rref( [𝑓]𝛾 𝛽) = [1 0]

Vm(𝑓) = span{2
3} = {2

3𝑡| 𝑡 ∈ ℝ}

Det er alle reelle tal ganget med 2
3 , men det er også bare reelle tal, så Vm(𝑓) = ℝ

Den er surjektiv fordi dispositionsmængden er det samme som billedet.

𝑓  er injektiv hvis og kun hvis ker(𝑓) = {0} (og 𝑓  er lineær)

Derfor, find nulrummet. rref( [𝑓]𝛾 𝛽) = [1 0], 𝑥1 = 0 dvs.

[𝑓]𝛾 𝛽 [0
𝑡]⏟

=𝑡[0
1]

= 0 for alle 𝑡 ∈ ℝ

𝑓([0
1]) = 0. Tilbage til normale koordinater.

0 ⋅ [1
1] + 1[−1

1 ] = [−1
1 ] så ker(𝑓) = span{[−1

1 ]}, 𝑓([−1
1 ]) = 0

[−1
1 ] er en ordnet basis for kernen. Dimensionen af kernen er 1, så den er ikke tom, aka. 

𝑓  er ikke injektiv

Egenværdier

𝑨 ∈ 𝔽𝑛×𝑛 har egenværdier 𝜆, som opfylder 𝑨 ⋅ 𝒗 = 𝜆 ⋅ 𝒗

Finder egenværdien det(𝑨 − 𝜆𝑰𝑛)

Finder vektorene/egenrum (𝐸𝑗, 𝒗𝒋) ved: ker(𝑨 − 𝜆𝑗𝑰𝑛)

Example

𝑨 = [1
2

2
1] ∈ ℝ2×2

det(𝑨 − 𝜆𝑰2) = det([1−𝜆
2

2
1−𝜆]) = (1 − 𝜆)2 − 4 = 0

(1 − 𝜆)2 − 4 ⇒ 𝜆 = {−1
3

𝑃(𝑍) = (1 − 𝑍)2 − 4 er det karakteristiske polynomium

Egenrum:
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𝐸−1 = ker(𝑨 − (−1)𝑰2) = ker([2
2

2
2])

[2
2

2
2] ⟶

RREF
= [1

0
1
0], 𝑣1 + 𝑣2 = 0 ⇒ 𝑣2 = 𝑡, 𝑣1 = −𝑡

𝑽 = [𝑣1
𝑣2

] = 𝑡[−1
1 ]

(85)

𝐸3 = span{[1
1]} (86)

Algebraisk multiplicitet:

am(𝜆) multiplicitet af 𝜆 i 𝑃(𝑧)

gm(𝜆) = dim(𝐸𝜆)
1 ≤ gm(𝜆) ≤ am(𝜆)

(87)

Technical University of Denmark
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